
部分分式

法蘭克

所有實係數多項式的集合我們記為R[x]，在這個集合上我們可以定義加法與乘法，這些運
算結構使R[x]構成所謂的環．實有理函數形如f(x) = P (x)/Q(x)，其中P (x), Q(x)是實多項式
且Q(x)不是零多項式．而所有實係數有理函數所構成的集合我們記為R(x).在R(x)中，我們定義
加法：

P1(x)

Q1(x)
+

P2(x)

Q2(x)
=

P1(x)Q2(x) + P2(x)Q1(x)

Q1(x)Q2(x)
,

與乘法：
P1(x)

Q1(x)
· P2(x)

Q2(x)
=

P1(x)P2(x)

Q1(x)Q2(x)
.

當P (x)/Q(x)分子分母同時不為零多項式時，我們可以定義此有理函數的倒數為

1

P (x)/Q(x)
=

Q(x)

P (x)
.

這些運算結構會使得R(x)具有域(field)的結構．本章節，我們希望研究有理函數的(不定)積分∫
P (x)

Q(x)
dx.

根據歐幾里德長除法，我們可以找到兩多項式g(x), r(x)使得P (x) = Q(x)g(x) + r(x)其
中r(x) = 0或deg r(x) < degQ(x)．此時，我們可以將有理函數改寫為

P (x)

Q(x)
=

Q(x)g(x) + r(x)

Q(x)
= g(x) +

r(x)

Q(x)
.

要研究P (x)/Q(x)的積分，我們須知道右式的積分．而多項式的(不定)積分我們是清楚的．所以
我們要考慮有理函數的積分，我們僅需考慮degP (x) < degQ(x)的情形即可．

1 第一步

首先我們來研究形如 ∫
dx

x2 + px+ q

的積分．我們令D = p2 − 4q為多項式Q(x) = x2 + px + q的判別式． 則D > 0多項式有兩實
根，D = 0多項式為重根，D < 0多項式無實根．首先， 我們來研究D > 0的情況．

1.1 情況一：D > 0
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範例 1.1 計算積分

∫
dx

x2 − 4
.

因為x2 − 4 = (x− 2)(x+ 2)所以我們把有理函數做以下拆解：

1

x2 − 4
=

A

x− 2
+

B

x+ 2
.

其中A,B是未知的．要求出A,B兩邊同乘x2 − 4我們得到

1 = A(x+ 2) +B(x− 2).

將x = 2帶入解得A = 1/4將x = −2帶入解得B = −1/4．換句話說，

1

x2 − 2
=

1

4

1

x− 2
− 1

4

1

x+ 2
.

兩邊同時積分後得到 ∫
dx

x2 − 4
=

1

4

dx

x− 2
− 1

4

∫
dx

x+ 2

=
1

4
ln |x− 2| − 1

4
ln |x+ 2|+ C.

所以一般來說，如果D > 0我們可以把多項式分解成

x2 + px+ q = (x− a1)(x− a2).

且a1 ̸= a2．則求A1, A2使得

1

x2 + px+ q
=

A1

x− a1
+

A2

x− a2
.

如此一來 ∫
dx

x2 + px+ q
= A1

∫
dx

x− a1
+A2

∫
dx

x− a2

= A1 ln |x− a1|+A2 ln |x− a2|+ C.

1.2 情況二：D = 0

如果D = 0,多項式可以分解成
x2 + px+ q = (x− a)2.

範例 1.2 計算

∫
dx

(x− 2)2
.
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如果我們令u = x− 2,則du = dx，於是原積分可以改寫為∫
dx

(x− 2)2
=

∫
du

u2
=

∫
u−2du = − u−2+1

−2 + 1
+ C = − 1

x− 2
+ C.

所以一般的情況如下： ∫
dx

(x− a)2
= − 1

x− a
+ C.

1.3 情況三：D < 0

我們知道一個特殊的狀況 ∫
dx

x2 + 1
= tan−1 x+ C.

我們可以利用這個特殊的狀況來解所有D < 0的情況．

範例 1.3 計算

∫
d

x2 + x+ 1
.

利用配方法

x2 + x+ 1 =

(
x2 + 2 · 1

2
· x+

1

22

)
+

(
1− 1

22

)
=

(
x+

1

2

)2

+
3

4
.

所以

1

x2 + x+ 1
=

1(
x+ 1

2

)2
+ 3

4

=
4

3

1

1 +
(

2x+1√
3

)2 .

我們令u = (2x+ 1)/
√
3,則du = 2dx/

√
3．所以原積分可以改寫為∫

dx

x2 + x+ 1
=

4

3

∫
dx

1 +
(

2x+1√
3

)2

=
4

3

∫ √
3
2 du

u2 + 1

=
4

3
·
√
3

2

∫
du

u2 + 1

=
2√
3
tan−1 u+ C

=
2√
3
tan−1

(
2x+ 1√

3

)
+ C.
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一般來說，D < 0我們就可以把多項式配方成

x2 + px+ q = x2 + 2 · p
2
x+

p2

4
+ q − p2

4

=
(
x+

p

2

)2

+
4q − p2

4

=
(
x+

p

2

)2

+
−D

4
.

利用變數變換u = (2x+ p)/
√
−D,可推得du = 2dx/

√
−D也就是說dx =

√
−Ddu/2原積分在改寫

為 ∫
dx

x2 + px+ q
=

4

−D

∫
dx

1 +
(

2x+p√
−D

)2

=
4

−D
·
√
−D

2

∫
du

u2 + 1

=
2√
−D

∫
du

u2 + 1

=
2√
−D

tan−1 u+ C

=
2√
−D

tan−1

(
2x+ p√
−D

)
+ C.

2 第二步

接著我們來研究積分 ∫
mx+ n

x2 + px+ q
dx.

當然我們也分成D > 0, D = 0, D < 0.

2.1 情況一D > 0

方程式分成兩根，我們做以下的拆解

mx+ n

x2 + px+ q
=

A1

x− a1
+

A2

x− a2
.

範例 2.1 計算

∫
5x− 3

x2 − 2x− 3
dx.

我們知道x2 − 2x− 3 = (x+ 1)(x− 3)於是我們可以拆

5x− 3

x2 − 2x− 3
=

A

x+ 1
+

B

x− 3
.

兩邊同乘x2 − 2x− 3得到
5x− 3 = A(x− 3) +B(x+ 1).
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帶x = −1,得到A = 2且x = 3, B = 3.於是∫
5x− 3

x2 − 2x− 3
dx = 2

∫
dx

x+ 1
+ 3

∫
dx

x− 3
= 2 ln |x+ 1|+ 3 ln |x− 3|+ C.

2.2 情況二D = 0.

先來看以下的範例：

範例 2.2 計算

∫
6x+ 7

(x+ 2)2
dx.

我們做以下拆解：
6x+ 7

(x+ 2)2
=

A

x+ 2
+

B

(x+ 2)2
.

當然我們必須求出A,B:
6x+ 7 = A(x+ 2) +B.

帶x = −2,求出B = −5而看x的係數可知A = 6．因此∫
6x+ 7

(x+ 2)2
= 6

∫
dx

x+ 2
− 5

∫
dx

(x+ 2)2

= 6 ln |x+ 2|+ 5

x+ 2
+ C.

一般的情況：考慮x2 + px+ q = (x− a)2我們可以把mx+ n寫成

mx+ n = A(x− a) +B.

可以解出A = m,且B = n−ma．於是原有理函數可以改寫為

mx+ n

x2 + px+ q
=

A

x− a
+

B

(x− a)2
.

所以 ∫
mx+ n

x2 + px+ q
= A

∫
dx

x− a
+B

∫
dx

(x− a)2

= A ln |x− a| − B

x− a
+ C.

2.3 情況三D < 0

令u = x2 + px+ q.則du = (2x+ p)dx.利用長除法，可以寫成

mx+ n = r(2x+ p) + s.

於是
mx+ n

x2 + px+ q
= r

2x+ p

x2 + px+ q
+ s

1

x2 + px+ q
.
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我們知道 ∫
2x+ p

x2 + px+ q
dx =

∫
du

u
= lnu+ C = ln |x2 + px+ q|+ C.

而利用前面的方法，我們也可以求出

∫
dx

x2 + px+ q
的積分． 所以我們來看個例子：

範例 2.3 計算

∫
3x+ 5

x2 + x+ 1
.

令u = x2 + x+ 1,則du = (2x+ 1)dx.利用長除法

3x+ 5 =
3

2
(2x+ 1) +

7

2
.

於是
3x+ 5

x2 + x+ 1
=

3

2

2x+ 1

x2 + x+ 1
+

7

2

1

x2 + x+ 1
.

於是我們知道(利用前面的結果)∫
3x+ 5

x2 + x+ 1
dx =

3

2

∫
2x+ 1

x2 + x+ 1
dx+

7

2

∫
dx

x2 + x+ 1

=
3

2

∫
du

u
+

7

2

(
2√
3
tan−1

(
2x+ 1√

3

))
+ C

=
3

2
ln |x2 + x+ 1|+ 7√

3
tan−1

(
2x+ 1√

3

)
+ C.

3 一般的情況

我們已經知道以下幾類的有理函數的積分怎麼計算．

1.

∫
P (x)dx,其中P (x)是多項式．

2.

∫
A

x− a
dx = A ln |x− a|+ C.

3.

∫
A

(x− a)n
dx = −A

(x− a)1−n

1− n
+ C,其中n ̸= 1.

4.

∫
Mx+N

x2 + px+ q
dx,其中D = p2 − 4q < 0.

接著我們來看看

∫
Mx+N

(x2 + px+ q)m
dx的積分，其中D = p2 − 4q < 0. 因為D < 0,所以我們可以利

用配方法，把積分改成形如

∫
Mx+N

(x2 + 1)m
dx的樣子． 所以我們只需要研究

∫
Mx+N

(x2 + 1)m
dx即可．

接著我們把積分拆成兩塊∫
Mx+N

(x2 + 1)m
dx = M

∫
xdx

(x2 + 1)m
+N

∫
dx

(x2 + 1)m
.
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我們令u = x2 + 1,則du = 2xdx．於是

Im =

∫
xdx

(x2 + 1)m
=

1

2

∫
du

um
=

1

2

∫
u−mdu

=


1

2
ln(x2 + 1) + C 當m− 1時，

1

2

u−m+1

−m+ 1
+ C =

(x2 + 1)1−m

2(1−m)
+ C 當m ̸= 1時．

接著我們來解另外一個積分，我們令

Jm =

∫
dx

(x2 + 1)m
=

∫
1

(x2 + 1)m
dx.

利用分部積分，我們推得

Jm =
x

(x2 + 1)m
−
∫

x

(
d

dx

1

(x2 + 1)m

)
dx.

利用連鎖律
d

dx

1

(x2 + 1)m
=

d

dx
(x2 + 1)−m = −m(x2 + 1)−m−1 · 2x.

所以積分可改寫為

Jm =
x

(x2 + 1)m
+ 2m

∫
x2

(x2 + 1)m+1
dx.

觀察一下：
x2

(x2 + 1)m+1
=

x2 + 1− 1

(x2 + 1)m+1
=

1

(x2 + 1)m
− 1

(x2 + 1)m+1
.

所以 ∫
x2

(x2 + 1)m+1
dx =

∫
dx

(x2 + 1)m
−
∫

dx

(x2 + 1)m+1
= Jm − Jm+1.

於是上述積分可以改寫為

Jm =
x

(x2 + 1)m
+ 2m(Jm − Jm+1).

利用此等式可以推得

Jm+1 =
2m− 1

2m
Jm +

x

2m(x2 + 1)m
.

我們知道J1 =

∫
dx

x2 + 1
= tan−1 x+ C. 利用遞回關係，我們就可以把所有的Jm給求出來．所以

我們得到第五個公式：

5.

∫
Mx+N

(x2 + 1)m
dx = MIm +NJm + C.

範例 3.1 計算

∫
x4 + x+ 1

x2 + 1
dx.
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利用長除法，我們知道

x4 + x+ 1 = (x2 + 1)(x2 − 1) + x+ 2.

所以
x4 + x+ 1

x2 + 1
= (x2 − 1) +

x+ 2

x2 + 1
.

我們分別計算： ∫
(x2 − 1)dx =

x3

3
− x+ C,

與 ∫
x

x2 + 1
dx =

1

2
ln(x2 + 1) + C,

與 ∫
2

x2 + 1
dx = 2 tan−1 x+ C.

因此原積分為 ∫
x4 + x+ 1

x2 + 1
dx =

x3

3
− x+

1

2
ln(x2 + 1) + 2 tan−1 x+ C.

接著我們把Q(x)分成以下的幾種情況．

3.1 情況一

當Q(x)的根都相異時：Q(x) = (x− a1)(x− a2) · · · (x− an)．則我們可以寫

P (x)

Q(x)
=

A1

x− a1
+

A2

x− a2
+ · · ·+ An

x− an
. (3.1)

而根據基本的微分性質我們可以求出Ai = P (ai)/Q
′(ai), 1 ≤ i ≤ n.但我們並不用此方法，我們

只要是利用代入法．請見以下例題：

範例 3.2 計算

∫
x2 + 4x+ 1

(x− 1)(x+ 1)(x+ 3)
dx.

拆解
x2 + 4x+ 1

(x− 1)(x+ 1)(x+ 3)
=

A

x− 1
+

B

x+ 1
+

C

x+ 3
.

則
x2 + 4x+ 1 = A(x+ 1)(x+ 3) +B(x− 1)(x+ 3) + C(x− 1)(x+ 1).

將x = 1帶入我們得到A = 3/4將x = −1帶入我們得到B = 1/2將x = −3帶入我們得到 C =
−1/4．於是

x2 + 4x+ 1

(x− 1)(x+ 1)(x+ 3)
=

3

4

1

x− 1
+

1

2

1

x+ 1
− 1

4

1

x+ 3
.

於是原積分等於∫
x2 + 4x+ 1

(x− 1)(x+ 1)(x+ 3)
dx =

1

4
ln |x− 1|+ 1

2
ln |x+ 1| − 1

4
ln |x+ 3|+ C.
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3.2 情況二

當Q(x) = (x− a)m時．我們利用歐幾里得長除法我們可以得到：

P (x) = Ar(x− a)r +Ar−1(x− a)r−1 + · · ·+A1(x− a) +A0.

所以
P (x)

(x− a)m
=

Ar

(x− a)m−r
+

Ar−1

(x− a)m−r+1
+ · · ·+ A1

(x− a)m−1
+

A0

(x− a)m
.

因此利用公式3.我們可以求出這類型的積分．在這裡，我們提供一個計算Ai的公式．如果我們
將x = a帶入 P (x)我們得到A0 = P (a).將兩邊同時微分後，帶入x = a我們得到A1 = P ′(a).利用
歸納的方法我們可以求出

Ak =
P (k)(a)

k!
, 1 ≤ k ≤ r.

範例 3.3 計算

∫
x3 + x+ 1

(x− 1)4
dx.

令F (x) = x3 + x+ 1.我們希望求出A,B,C,D使得

F (x) = A(x− 1)3 +B(x− 1)2 + C(x− 1) +D.

我們知道f ′(x) = 3x2 + 1且f ′′(x) = 6x, f ′′(x) = 6. 於是D = f(1) = 3, C = f ′(1)/1! = 4,
B = f ′′(1)/2! = 3, A = f ′′′(1)/3! = 1. 所以

F (x) = (x− 1)3 + 3(x− 1)2 + 4(x− 1) + 3.

因此我們得到
x3 + x+ 1

(x− 1)4
=

1

x− 1
+

3

(x− 1)2
+

4

(x− 1)3
+

3

(x− 1)4
.

因此原積分等於∫
x3 + x+ 1

(x− 1)4
dx = ln |x− 1| − 3

x− 1
− 2

(x− 1)2
− 1

(x− 1)3
+ C.

4 情況三

假設Q(x) = (x2+px+q)m．我們利用長除法，我們可以求出P (x) = (x2+Px+q)P1(x)+M0x+
N0. 同理，再對P1(x)使用長除法，可以推得P1(x) = (x2 + px+ q)P2(x) +M1x+N1. 把P1(x)帶
入P (x)後得到

P (x) = (x2 + px+ q)2P2(x) + (x2 + px+ q)(M1x+N1) +M0x+N0.

我們使用長除法一直做下去，我們就可以把F (x)寫成

F (x) = (x2 + px+ q)s(Msx+Ns) + · · ·+ (x2 + px+ q)(M1x+N1) + (M0x+N0).
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於是有理函數可以改寫為

P (x)

(x2 + px+ q)m
=

Msx+Ns

(x2 + px+ q)m−s
+ · · ·+ M1x+N1

(x2 + px+ q)m−1
+

M0x+N0

(x2 + px+ q)m
.

為了符號方便記憶，我們把此式改寫為

P (x)

(x2 + px+ q)m
=

A1x+B1

x2 + px+ q
+

A2x+B2

(x2 + px+ q)2
+ · · ·+ Amx+Bm

(x2 + px+ q)m
.

舉例來說，我們可以找到A1, A2, A3, B1, B2, B3使得

x2 + 3x+ 2

(x2 + 1)3
=

A1x+B1

x2 + 1
+

A2x+B2

(x2 + 1)2
+

A3x+B3

(x2 + 1)3
.

這個問題的直接做法就是用長除法：

x2 + 3x+ 2 = (x2 + 1) + 3x+ 1.

於是
x2 + 3x+ 2

(x2 + 1)3
=

(x2 + 1) + 3x+ 1

(x2 + 1)3
=

1

(x2 + 1)3
+

3x+ 1

(x2 + 1)3
.

5 一般情況

定理 5.1 (實係數多項式的質因式分解定理)任何實係數多項式Q(x)在R[x]中都可以分解成

Q(x) = A(x− a1)
m1 · · · (x− ar)

mr (x2 + p1x+ q1)
n1 · · · (x2 + psx+ qs)

ns ,

其中A, a1, · · · , ar是實數，且pi, qj是滿足 p2i − 4qi < 0的實數．

簡而言之，任何多項式可以分解成一些一次多項式的次方與二次不可約多項式的次方（這裡的
二次不可約多項式指的是無實根的的二次多項式）

利用這個定理，我們就把任何的有理函數拆解成『部分分式展開』：

P (x)

Q(x)
=

(
A1,1

x− a1
+ · · ·+ A1,m1

(x− a1)m1

)
+

(
A2,1

x− a2
+ · · ·+ A2,m2

(x− a2)m2

)
+ · · ·+

(
Ar,1

x− ar
+ · · ·+ Ar,mr

(x− ar)mr

)
+

(
B1,1x+ C1,1

x2 + p1x+ q1
+ · · ·+ B1,n1x+ C1,n1

(x2 + p1x+ q1)n1

)
+

(
B2,1x+ C2,1

x2 + p1x+ q1
+ · · ·+ B2,n2x+ C2,n2

(x2 + p2x+ q2)n2

)
+ · · ·+

(
Bs,1x+ Cs,1

x2 + psx+ qs
+ · · ·+ Bs,nsx+ Cs,ns

(x2 + psx+ qs)ns

)
.
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舉例來說:

3x5 + 2x+ 6

(x− 1)2(x− 2)3(x+ 3)(x2 + 1)3(x2 + 4)2
=

(
A

x− 1
+

B

(x− 1)2

)
+

(
C

x− 2
+

D

(x− 2)2
+

E

(x− 2)3

)
+

F

x+ 3

+

(
Gx+H

x2 + 1
+

Ix+ J

(x2 + 1)2
+

Kx+ L

(x2 + 1)3

)
+

(
Mx+N

x2 + 4
+

Ox+ P

(x2 + 4)2

)
.

範例 5.1 計算

∫
−2x+ 4

(x2 + 1)(x− 1)2
dx.

我們可以假設
−2x+ 4

(x2 + 1)(x− 1)2
=

A

x− 1
+

B

(x− 1)2
+

Cx+D

x2 + 1
.

展開之後比較係數可以解得A = −2, B = 1, C = 2, D = 1. 因此

−2x+ 4

(x2 + 1)(x− 1)2
=

−2

x− 1
+

1

(x− 1)2
+

2x+ 1

x2 + 1

因此我們得到∫
−2x+ 4

(x2 + 1)(x− 1)2
dx = −2 ln |x− 1| − 1

x− 1
+ ln(x2 + 1) + tan−1 x+ C.

細節我們就讓讀者自行練習．
為何我們可以做部分分式這樣的拆解？理由就在於輾轉相除法原理．同學可以跳過這一段，

因為這段比較困難． 然而對於想知道的同學，我就在此補充．

定理 5.2 (Bezout定理)假設f(x), g(x)是兩個R[x]中的互質多項式，也就是說它們的最大公因式
為1．((f, g) = 1)．則存在兩個多項式 u(x), v(x) ∈ R[x]使得

f(x)u(x) + g(x)v(x) = 1.

這個定理的証明需要輾轉相除法．我們在此就不談．接著我們利用這個概念來研究

P (x)

(x− 1)3(x2 + 1)4

的部分分式展開．因為(x− 1)3與(x2 + 1)4互質，可以找到多項式u(x), v(x)使得

(x− 1)3u(x) + (x2 + 1)4v(x) = 1.
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於是
1

(x− 1)3(x2 + 1)4
=

u(x)

(x2 + 1)4
+

v(x)

(x− 1)3
.

如果我們希望拆解有理函數P (x)/Q(x)其中Q(x) = (x− 1)3(x2 + 1)4則

P (x)

(x− 1)3(x2 + 1)4
=

u(x)P (x)

(x2 + 1)4
+

v(x)P (x)

(x− 1)3
.

因為多項式相乘還是多項式，u(x)P (x), v(x)P (x)還是多項式．我們令P1(x) = u(x)P (x)與P2(x) =
v(x)P (x). 則

P (x)

(x− 1)3(x2 + 1)4
=

P1(x)

(x2 + 1)4
+

P2(x)

(x− 1)3

換句話說，如果我們看到兩個多項式沒有公因式時，我們的確可以把原來的有理函數拆解成由
它們分母是由這兩個互質的多項式定義的有理函數．也就是說，如果Q(x) = Q1(x)Q2(x),且Q1(x), Q2(x)互
質，則可以找到兩個多項式 P1(x), P2(x)使得

P (x)

Q(x)
=

P1(x)

Q1(x)
+

P2(x)

Q2(x)
.

證明就利用到定理5.2.因此我們使用歸納法對Q做因式分解，得到一些互質的多項式相乘． 如
果Q(x) = Q1(x) · · ·Qr(x)且Q1(x), · · · , Qr(x)兩倆互質，則存在多項式P1(x), · · · , Pr(x) 使得：

P (x)

Q(x)
=

P1(x)

Q1(x)
+ · · ·+ Pr(x)

Qr(x)
.

於是我們把多項式分解成最簡單的形態（不可約多項式的乘積）我們就得到了我們想要的部分
分式地展開． 舉例來說：P (x) = (x− 1)2(x+ 3)3(x2 + 1)2(x2 + 4)5. 則

P (x)

Q(x)
=

P1(x)

(x− 1)2
+

P2(x)

(x+ 3)3
+

P3(x)

(x2 + 1)2
+

P4(x)

(x2 + 4)5
.

於是想要求部分分式展開，我們就只需求出各不可約因式所決定的部分分式展開．而我們前幾
個章節 已經介紹了如何對P (x)/(x− a)n與P (x)/(x2 + px+ q)m做部分分式的展開．因此我們就
完成了 部分分式展開的理論．
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