
克拉瑪公式及其應用： 
假設給一個線性方程組： 
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我們可把此表為矩陣方程式： 
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記（第 k 行的行向量換成向量 b） 
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那麼 
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其中 )det(A=Δ ，則上是稱之為克拉碼公式。 
例 1： 
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22 Δ=⋅Δ x  
以此例子來說，我們發現此方程式有唯一解的充要條件是 0≠Δ ，假設在此條件

下我們想把解給求出來，計算一下不難發現 
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如果我們令                                                   
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則我們發現 

2IABBA =⋅=⋅  
 
定義：任意給定一個 nn× 矩陣 A若存在一個 nn× 矩陣B 使得 nIBAAB == 。則我

們稱矩陣B 為矩陣 A的反矩陣，並且記為 1−= AB 。 
 

現在我們來求出一般反矩陣的公式：先考慮 [ ]ijaA = ， [ ]ijbB = ， 

nIAB =  

看此矩陣方程式是否有解？如果記
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則我們將面臨 
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利用克拉碼法則可知 
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於是我們令
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= ，我們稱此行列式為 jka 的餘因子。 

並且我們可以獲得另外一個矩陣 
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我們稱此矩陣為矩陣 A的古典伴隨矩陣。如果 0)det( ≠A ，那麼 
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那麼以上的矩陣就是我們想求的反矩陣了。 
例 2.假設 
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那麼 
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類似的我們可以計算出其他的餘因子。 
對一般的不是可逆矩陣，我們依然有下列的式子： 
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習題：是計算出下列矩陣的古典伴隨矩陣。 
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應用：GRAM 行列式 

例 3.假設uv不平行於wv，試求出 vtu vv − 的最小值。 

例 4.假設 wvu vvv ,, 不落在同一個平面上，試求出 wsvtu vvv −− 的最小值。 

解：我們發現當 ),( βα 被選取為 wuEwvu vv
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所以由克拉碼法則可知： 
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於是我們可以記 
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則此函數稱為向量uv在平面 wuE vv , （由向量 wv vv, 所張成的平面）上的垂直投影。 
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分別稱為向量 vu vv, 與向量 wvu vvv ,, 的 GRAM 行列式。 
 



應用 GRAM 行列式去解最小直線問題： 
假設任給一些資料點 ( ) ( )nn yxyx ,,, 11 L ，我們想找出一條直線 baxy += ，使得 
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有最小值。如果這樣的直線存在，那麼我們稱這條直線為回歸直線或是最適合直

線。如果記 ),,( 1 nxxv L
v = ， ( )1,,1Lv =w ， ( )nyyu ,,1 L

v = ，那麼這個極小值的問題

變成求
2wbvau vvv −− 的最小值的問題。上面討論可求出其解，我們現在也討論另

外一種表示方法：上面討論可知解數對 ),( ba 等價於解 
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如果令
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，那麼原方程式可改寫為 

YAAXA TT =  

由於如果 ix 相異則 ( ) 0det >AAT ， A為可逆矩陣。 

可知 

( ) YAAAX TT 1−
=  

習題：試計算向量uv在平面 wuE vv , （由向量 wv vv, 所張成的平面）上的垂直投影。與

他們的 GRAM 行列式。 
1. )1,0,1( −=uv ， )0,2,0(=vv ， )1,2,3(−=wv  
2. )2,1,0(=uv ， )1,1,1( −−=vv ， )3,0,3( −−=wv  
3. )0,1,0(=uv ， )3,1,0( −=vv ， )5,4,1( −=wv  
4. ),,( 321 xxxu =v ， )1,1,1(=vv ， ),,( 321 yyyw =v  
5. ),,( 321 xxxu =v ， ),,( 321 zzzv =v ， ),,( 321 yyyw =v  


