
1 積分的座標變換

為了計算一些看似不容易算的重積分，如，∫∫
D
ex

2+y2

dA,

其中D = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 1}，我們引入了重積分的變數變換或是平面座標變換的概念‧
我們使用映射

ϕ : R′ → R, (u, v) 7→ (x(u, v), y(u, v))

來表示平面區域R′到R的座標變換‧例如，平面極座標與直角座標的變換關係為

ϕ(r, θ) = (r cos θ, r sin θ), 0 ≤ r < ∞, 0 ≤ θ < 2π.

為了方便起見，我們假設R′是(u, v)座標系中的一個矩形區域‧我們將R′切割成許多塊長為∆u寬
為∆v的小矩形∆R′‧

如果我們將每塊小區域∆R′的區域面積記為∆A′則利用矩形面積為長乘寬，我們得到

∆A′ = ∆u∆v.

另外一方面，在u − v平面上對區域R′的切割在透過座標變換ϕ後，我們得到了x − y平面上區
域R的切割‧在∆u,∆v很小時，我們把切割出來的區域∆R視為平行四邊形‧假設∆R是由矩
形∆R′得到，並且假設∆R′的四個頂點座標依逆時針方向為

(u, v), (u+∆u, v), (u+∆u, v +∆v), (u, v +∆v)
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則新的區域∆R的四個頂點座標為

ϕ(u, v), ϕ(u+∆u, v), ϕ(u+∆u, v +∆v), ϕ(u, v +∆v).

因為在∆u,∆v很小時，我們將區域∆R視為平行四邊形‧我們令∆A來表示此區域的面積，則我
們可以利用``向量與行列式''來計算∆A‧利用均值定理計算後：

ϕ(u+∆u, v)− ϕ(u, v) ≈ ϕu(u, v)∆u

ϕ(u, v +∆v)− ϕ(u, v) ≈ ϕv(u, v)∆v.

另一方面，
ϕu(u, v) = (xu(u, v), yu(u, v)), ϕv(u, v) = (xv(u, v), yv(u, v)).

所以此平行四邊形∆R的面積∆A為

∆A = |
∣∣∣∣xu∆u xv∆v
yu∆u yv∆v

∣∣∣∣ |
= |

∣∣∣∣xu xv

yu yv

∣∣∣∣ |∆u∆v.

其中，最外面的||表示絕對值‧如果我們定義變換ϕ的Jacobian為

J(ϕ) =
∂(x, y)

∂(u, v)
=

∣∣∣∣xu xv

yu yv

∣∣∣∣ ,
則∆A可以與∆A′的關係可以用下列等式來表示：

∆A = |J(ϕ)|∆A′ =

∣∣∣∣∂(x, y)∂(u, v)

∣∣∣∣∆A′.

換句話說，變數變換的Jacobian的幾何意義就是：它告訴我們區域的微小面積在座標變換後的變
化比率：

∆A

∆A′ = |J(ϕ)| .

(利用黎曼和得嚴格證明後)我們得到了重積分的變數變換的公式：∫∫
R

f(x, y)dA =

∫∫
R′

f(x(u, v), y(u, v))

∣∣∣∣∂(x, y)∂(u, v)

∣∣∣∣ dA′.

所以在極坐標的例子x = r cos θ, y = r sin θ我們得到座標變換的Jacobian為

∂(x, y)

∂(r, θ)
=

∣∣∣∣xr xθ

yr yθ

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣cos θ −r sin θ
sin θ r cos θ

∣∣∣∣ = r.

老師講解	1 極坐標變換x = r cos θ, y = r sin θ的變數變換公式為

dA = dxdy = rdrdθ.

範例	1.1 計算

∫∫
D
ex

2+y2

dA.
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解答：考慮極坐標x = r cos θ與y = r sin θ‧決定區域R′ = {(r, θ) : 0 ≤ r ≤ 1, 0 ≤ θ ≤ 2π}.則積
分為 ∫∫

D
ex

2+y2

dA =

∫∫
R′

er
2

dA′ =

∫ 2π

0

∫ 1

0

er
2

rdrdθ = π(e− 1).

範例	1.2 假設a, b > 0‧計算橢圓區域E = {(x, y) ∈ R2 :
x2

a2
+

y2

b2
≤ 1}面積‧

解答：考慮u = x/a且v = y/b‧令D = {(u, v) ∈ R2 : u2 + v2 ≤ 1}‧則變換

ϕ(u, v) = (au, bv)

將圓盤D變為橢圓區域E.此變換的Jacobian為：

∂(x, y)

∂(u, v)
=

∣∣∣∣a 0
0 b

∣∣∣∣ = ab

則橢圓區域面積為 ∫∫
E

dA =

∫∫
D
|J(ϕ)|dA′ =

∫∫
D
abdA′ = ab

∫∫
D
dA′.

由於

∫∫
D
dA′為圓面積= π‧於是

∫∫
E

dA = πab.或者，我們在更進一步的使用極坐標來計算圓盤

面積： ∫∫
D
dA′ =

∫ 2π

0

∫ 1

0

rdrdθ =

∫ 2π

0

1

2
dθ = π.

範例	1.3 計算

∫∫
R2

e−x2−y2

dA.

解答：利用極坐標x = r cos θ, y = r sin θ, 其中0 ≤ r < ∞且0 ≤ θ < 2π.利用變數變換公
式dA = rdrdθ重積分可改寫為∫∫

R2

e−x2−y2

dA =

∫ 2π

0

∫ ∞

0

e−r2rdrdθ.

計算後我們知道 ∫ ∞

0

e−r2rdr = −1

2
e−r2

∣∣∣∣∞
0

=
1

2
.

所以

∫∫
R2

e−x2−y2

dA =

∫ 2π

0

1

2
dθ = π. 利用Fubini定理，我們還可以得出∫∫

R2

e−x2−y2

dA =

∫ ∞

−∞

(∫
−∞

e−x2−y2

dx

)
dy

=

∫ ∞

−∞
e−y2

(∫ ∞

−∞
e−x2

dx

)
dy

=

(∫
−∞

e−x2

dx

)(∫ ∞

−∞
e−y2

dy

)
, 將

∫
−∞

e−x2

dx提出後

=

(∫ ∞

−∞
e−x2

dx

)2

.

所以我們立即得到

∫
−∞

e−x2

dx =
√
π.
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老師講解	2 著名的高斯積分為 ∫
−∞

e−x2

dx =
√
π.

2 三重積分的變數變換

與雙重積分類似的情況，在研究三重積分時∫∫∫
D

f(x, y, z)dV

我們可以引入座標變換（變數變換的概念）‧令

φ : D′ → D, (u, v, w) 7→ (x(u, v, w), y(u, v, w), z(u, v, w))

表示空間中的一個座標變換‧我們定義此座標變換的Jacobian為

J(φ) =
∂(x, y, z)

∂(u, v, w)
=

∣∣∣∣∣∣
xu xv xw

yu yv yw
zu zv zw

∣∣∣∣∣∣ .
則J(ϕ)告訴我們體積的微小變化滿足以下關係

dV = |J(ϕ)| dV ′.

此處我們使用dV來表示x− y − z座標系中的體積元，dV ′表示u− v − w座標系中的體積元‧	因
此，利用黎曼和的嚴謹證明，我們有以下的公式∫∫∫

D

f(x, y, z)dV =

∫∫∫
D′

f(x(u, v, w), y(u, v, w), z(u, v, w))

∣∣∣∣ ∂(x, y, z)∂(u, v, w)

∣∣∣∣ dV ′.

有時候為了符號方便，我們會記

f(x(u, v, w), y(u, v, w), z(u, v, w)) = f(u, v, w), (u, v, w) ∈ D′.

2.1 圓柱座標系

首先我們來考慮三維空間中的圓柱座標系

ϕ(r, θ, z) = (r cos θ, r sin θ, z).

則圓柱座標系的Jacobian為

∂(x, y, z)

∂(r, θ, z)
=

∣∣∣∣∣∣
cos θ −r sin θ 0
sin θ r cos θ 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣ = r.

於是我們知道
dxdydz = rdrdθdz.
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老師講解	3 圓柱座標系中的變數變換公式為：∫∫∫
D

f(x, y, z)dV =

∫∫∫
D′

f(r, θ, z)rdV ′.

2.2 球座標系

球座標為
φ(r, ϕ, θ) = (ρ sin θ cosϕ, ρ sin θ sinϕ, ρ cos θ).

則球座標變換的Jacobian為

∂(x, y, z)

∂(ρ, ϕ, θ)
=

∣∣∣∣∣∣
sin θ cosϕ −ρ sin θ sinϕ ρ cos θ cosϕ
sin θ sinϕ ρ sin θ cosϕ ρ cos θ sinϕ

cos θ 0 −ρ sin θ

∣∣∣∣∣∣ = ρ2 sin θ.

因此
dxdydz = ρ2 sin θdrdϕdθ.

老師講解	4 圓柱座標系中的變數變換公式為：∫∫∫
D

f(x, y, z)dV =

∫∫∫
D′

f(ρ, ϕ, θ)ρ2 sin θdV ′.

5


