
Lagrange 插值多項式  
§1.導言 

這一次要談的是一類比較特別的多項式，這一類多項式的產生主要來自於以

下的問題：任給平面上 1n + 個點， 1 1 2 2 1 1( , ), ( , ),..., ( , )n nb c b c b c+ + 何時我們能夠找到一

個 n次多項式使得他的圖形通過這 1n + 個點？那即是說，是否存在一個實係數多

項式 0 1
0

( ) ...
n

n k
n k

k
f x a a x a x a x

=

= + + + =∑ 使得 ( )k kf b c= ？在我們的課程中我們將

只討論 2n = 的情形。 

§2.行列式的計算（複習） 

我們定義符號 

11 12 13
22 23 21 23 21 22

21 22 23 11 12 13
32 33 31 33 31 32

31 32 33

det
a a a

a a a a a a
a a a a a a

a a a a a a
a a a

⎛ ⎞
⎜ ⎟ = − +⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

稱為三階行列式，其中
a b

ad bc
c d

= − ，若令

22 23 21 23 21 22
11 12 13

32 33 31 33 31 32

, ,
a a a a a a

A A A
a a a a a a

= = =  

分別稱為 11 12 13, ,a a a 的餘因子(Cofactor)，同理可以定義出所有 ija 的餘因子 ijA 。 

則行列式的定義可以改寫成
11 12 13

21 22 23 11 11 12 12 13 13

31 32 33

det
a a a
a a a a A a A a A
a a a

⎛ ⎞
⎜ ⎟ = − +⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

。而一般的

n階行列式可以定義成 ( )
1

det ( 1)
n

i j
ij ij ij

j
a a A+

=

= −∑  

習慣上來說，若記 A1
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，令det(A1
!"!
,A2
!"!
,A3
!"!
) = det aij( )  

則行列式det(A1
!"!
,A2
!"!
,A3
!"!
)擁有以下的性質 

(1) det(αA1
!"!
+βB1
!"!
,A2
!"!
,A3
!"!
) =α det(A1

!"!
,A2
!"!
,A3
!"!
)+β det(B1

!"!
,A2
!"!
,A3
!"!
)  

det(A1
!"!
,αA2
!"!
+βB2
!"!
,A3
!"!
) =α det(A1

!"!
,A2
!"!
,A3
!"!
)+β det(A1

!"!
,B2
!"!
,A3
!"!
)  



det(A1
!"!
,A2
!"!
,αA3
!"!
+βB3
!"!
) =α det(A1

!"!
,A2
!"!
,A3
!"!
)+β det(A1

!"!
,A2
!"!
,B3
!"!
) 

(2) det(Aσ (1)
! "!!!

,Aσ (2)
! "!!!

,Aσ (3)
! "!!!

) = sgn(σ )det(A1
!"!
,A2
!"!
,A3
!"!
)  

其中 :{1,2,3} {1,2,3}σ → 是1,2,3的一個置換（permutation） 

1
( )

1
sgn σ ⎧

= ⎨
−⎩

，若兩行改變奇數次則值為-1。偶數次值為 1。 

(3) det( ) det( ), ( ) ( )t
ij nA A A a M= = ∈ R  

例題 1.一個重要的例子（凡德摩行列式）：試求出

2

2

2

1
1
1

a a
b b
c c

的行列式值，

, ,a b c均不相等。 

解法一：我們利用行列式的性質直接計算可得 

解法二： 

 我們令

2

2

2

1
( ) 1

1

x x
f x b b

c c
= ，則 ( )f x 是一個實係數二次多項式。 ( )f x 的首項係

數是 c b− 。
2 2

2
2 2

11
( )

11
bb b b

f x x x
cc c c

= − +  

利用行列式的性質我們知道 ( ) ( ) 0f b f c= = 所以 ,b c是多項式 ( )f x 的兩個相異

根。所以 ( ) ( )( )( )f x c b x b x c= − − − ，原式就是求多項式 ( )f x 在 x a= 的值，把 a代
入可得行列式值為 ( )( )( )c b a b a c− − − 。 

§3.克拉碼法則 

考慮方程組
11 1 12 2 13 3 1

21 1 22 2 23 3 2

31 1 32 2 33 3 1

a x a x a x b
a x a x a x b
a x a x a x b

+ + =⎧
⎪

+ + =⎨
⎪ + + =⎩

，如果 1 2 3det( , , ) 0A A A ≠
uur uur uur

，則此方程組有唯一

解      x1 =
det(B
!"
,A2
!"!
,A3
!"!
)

det(A1
!"!
,A2
!"!
,A3
!"!
)
,x2 =

det(A1
!"!
,B
!"
,A3
!"!
)

det(A1
!"!
,A2
!"!
,A3
!"!
)
,x3 =

det(A1
!"!
,A2
!"!
,B
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det(A1
!"!
,A2
!"!
,A3
!"!
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其中
1

2

3

b
B b

b

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

ur
，此時 1 2 3det( , , )A A A

uur uur uur
稱為方程組的係數行列式。 



現在原本的問題：任給平面上三個點 1 1 2 2 3 3( , ), ( , ), ( , )b c b c b c 是否存在一個實係數二

次多項式 2
0 1 2( )f x a a x a x= + + 滿足 ( )k kf b c= ？如果把點代入這個多項式，則我

們得到一個聯立方程組： 

2
0 1 1 2 1 1

2
0 1 2 2 2 2

2
0 1 3 2 3 3

a a b a b c
a a b a b c
a a b a b c

⎧ + + =
⎪

+ + =⎨
⎪ + + =⎩

 

因此原本的問題便成了解方程組的問題，若這個方程組的係數行列式不為零，則

發現此方程組有唯一解。利用克拉碼公式以及凡德摩行列式計算發現： 

a0 =
det(B
!"
,A2
!"!
,A3
!"!
)

det(A1
!"!
,A2
!"!
,A3
!"!
)
= c1

b2b3
(b1 −b2 )(b1 −b3)

+ c1
b1b3

(b2 −b1)(b2 −b3)
+ c3

b1b2
(b3 −b1)(b3 −b2 )

 

a1 =
det(A
!"
1,B
!"
,A3
!"!
)

det(A1
!"!
,A2
!"!
,A3
!"!
)
= c1

−(b2 +b3)
(b1 −b2 )(b1 −b3)

+ c1
−(b1 +b3)

(b2 −b1)(b2 −b3)
+ c3

−(b1 +b2 )
(b3 −b1)(b3 −b2 )

� 

a2 =
det(A1
!"!
,A2
!"!
,B
!"
)

det(A1
!"!
,A2
!"!
,A3
!"!
)
= c1

1
(b1 −b2 )(b1 −b3)

+ c1
1

(b2 −b1)(b2 −b3)
+ c3

1
(b3 −b1)(b3 −b2 )

 

代入原本的多項式可得： 

2 3 1 3 1 2
1 2 3

1 2 1 3 2 1 2 3 2 1 3 2

( )( ) ( )( ) ( )( )( )
( )( ) ( )( ) ( )( )
x b x b x b x b x b x bf x c c c
b b b b b b b b b b b b
− − − − − −

= + +
− − − − − −

 

令

( )
( )

( )

j
j k

k
k j

j k

x c
f x

c c
≠

≠

−

=
−

∏

∏
，不難發現

0
( )

1k j

k j
f c

k j
≠⎧

= ⎨
=⎩

若

若
，因此

1
( ) ( )

n

k k
k

f x c f x
=

=∑  

我們稱 ( )kf x 為 Lagrange 多項式。 

 

例 2.試構造一個過點 (1,8), (2,5), (3, 4)− 的二次多項式，並且求出此時的

Lagrange 多項式。 

答案： 2( ) 3 6 5f x x x= − + + 此時的 Lagrange 多項式為

2 2 2
1 2 3

1 1( ) ( 5 6), ( ) 1( 4 3), ( ) ( 3 2)
2 2

f x x x f x x x f x x x= − − = − − − = − −  

 

註：事實上，若任意給出 1n + 個點的情形與 2n = 的情形類似。 

 


